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• Equazione di Schrödinger:

i
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Le SPDE sono PDE con termine di sorgente aleatorio

Per esempio,

∂2

∂t2
f(t, x! )=∆f(t, x! )+ ξ(t, x! ).

Perché le SPDE sono interessanti per un fisico?

Compaiono in tre ambiti:

◦ Fenomeni con aspetti non completamente sotto controllo: difetti, opinioni, fluttuazioni...

◦ Fenomeni emergenti: passaggio dal microscopico al macroscopico

◦ Randomicità quantistica (quantizzazione stocastica)
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Vedremo due modelli diversi di tetris: quello RANDOM e quello BALISTICO.

Tetris Random

• Prendiamo i numeri interi come asse orizzontale (come un istogramma).

• I blocchi cadono dal cielo in modo indipendente in ogni colonna. I tempi di caduta sono
distribuiti esponenzialmente con rate λ=1 (per semplicità)

• Ogni blocco che cade si va a posare sopra l’ultimo caduto nella colonna

(a) (b)
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• Ogni colonna evolve nel tempo in modo indipendente;

• Per il teorema del limite centrale, l’altezza h(t, x) è governata da una distribuzione
Gaussiana con media proporzionale a t e fluttuazioni alla scala t1/2.

• Notiamo così che nella figura finale ci possono essere dei salti considerevoli!

• È carino e semplice. Ma banale e poco realistico.
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Cambiamo un po’ le regole del gioco.

• Prendiamo i numeri interi come asse orizzontale (come un istogramma).

• I blocchi cadono dal cielo in modo indipendente in ogni colonna. I tempi di caduta sono
distribuiti esponenzialmente con rate λ=1 (per semplicità!)

• Ogni blocco che cade si ferma non appena è adiacente (in qualsiasi direzione!) ad un altro
blocco
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• La caduta dei blocchi è ancora indipendente tra le colonne, la crescita delle colonne non
è più indipendente!

• Congettura (verificata sperimentalmente ma mai dimostrata!): crescita delle colonne pro-

porzionale a t, con fluttuazioni alla scala t1/3 e correlazioni alla scala t2/3.

• Questo modello è più complicato (non esiste ad oggi una soluzione analitica!), ma è molto
più realistico (descrive formazione di montagne, crescita di colonie di batteri e molto altro
ancora . . . )
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• Località: la funzione altezza in un punto è influenzata solo dall’altezza delle colonne vicine.

• Smoothing: le buche profonde tendono ad essere riempite rapidamente.

• Dipendenza non-lineare dalla pendenza: se abbiamo una buca profonda, la crescita
dell’altezza sarà maggiore in essa.

• Randomicità: la caduta dei blocchi dal cielo è random e c’è indipendenza tra le colonne.
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dove ξ è un white noise, ovvero un rumore Gaussiano centrato e massimamente scorrelato, cioé

E[ξ(x, t)] = 0, E[ξ(x, t)ξ(x′, t ′)] = δ(t− t ′)δ(x−x′).

Ma che legame c’è con il tetris balistico?

Soddisfa le stesse quattro caratteristiche principali che abbiamo visto!
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• Randomicità: viene dal white noise ξ e dalle sue proprietà.
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• Congettura: tutti i fenomeni/modelli che verificano queste quattro condizioni convergono
a modelli in cui le fluttuazioni sono di scala t1/3 con correlazioni di scala t2/3.

• Questo porta ad un concetto fondamentale della fisica moderna: il concetto di universalità.

Modelli microscopici “diversi” portano allo stesso modello macroscopico

• Esistono aspetti nel mondo microscopico che sono irrilevanti nel momento in cui si studia
la scala macroscopica del fenomeno.

Ma vediamo un altro esempio interessante . . .
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La formazione dell’anello dipende dalla forma delle micro-particelle sospese nel liquido.

• Se le particelle sono sferiche (come per il caffè!), allora abbiamo un deposito di tipo random

⇒ formazione dell’anello!

• Se invece le particelle hanno forme più ellissoidali, allora abbiamo un deposito di tipo
balistico

⇒ deposito più uniforme e comportamento di tipo KPZ!



Ma torniamo all’equazione di KPZ. . . 15/16

∂
∂t
h(t, x)= ∂2

∂x2
h(t, x)+

(
∂
∂x
h(t, x)

)
2

+ ξ(t, x)



Ma torniamo all’equazione di KPZ. . . 15/16

∂
∂t
h(t, x)= ∂2

∂x2
h(t, x)+

(
∂
∂x
h(t, x)

)
2

+ ξ(t, x)

• Questa equazione non è innocua!

• Ci sono voluti 30 anni per capire come studiarla (nel capirlo è nato un nuovo ambito di
ricerca + medaglia Fields nel 2014).



Ma torniamo all’equazione di KPZ. . . 15/16

∂
∂t
h(t, x)= ∂2

∂x2
h(t, x)+

(
∂
∂x
h(t, x)

)
2

+ ξ(t, x)

• Questa equazione non è innocua!

• Ci sono voluti 30 anni per capire come studiarla (nel capirlo è nato un nuovo ambito di
ricerca + medaglia Fields nel 2014).

• Quale è il problema?



Ma torniamo all’equazione di KPZ. . . 15/16

∂
∂t
h(t, x)= ∂2

∂x2
h(t, x)+

(
∂
∂x
h(t, x)

)
2

+ ξ(t, x)

• Questa equazione non è innocua!

• Ci sono voluti 30 anni per capire come studiarla (nel capirlo è nato un nuovo ambito di
ricerca + medaglia Fields nel 2014).

• Quale è il problema?

Il problema è matematico (ma anche fisico, molto più di quanto si possa pensare!).



Ma torniamo all’equazione di KPZ. . . 15/16

∂
∂t
h(t, x)= ∂2

∂x2
h(t, x)+

(
∂
∂x
h(t, x)

)
2

+ ξ(t, x)

• Questa equazione non è innocua!

• Ci sono voluti 30 anni per capire come studiarla (nel capirlo è nato un nuovo ambito di
ricerca + medaglia Fields nel 2014).

• Quale è il problema?

Il problema è matematico (ma anche fisico, molto più di quanto si possa pensare!).

Come abbiamo visto, il rumore ξ è un oggetto molto irregolare⇒ anche la soluzione h lo è!



Ma torniamo all’equazione di KPZ. . . 15/16

∂
∂t
h(t, x)= ∂2

∂x2
h(t, x)+

(
∂
∂x
h(t, x)

)
2

+ ξ(t, x)

• Questa equazione non è innocua!

• Ci sono voluti 30 anni per capire come studiarla (nel capirlo è nato un nuovo ambito di
ricerca + medaglia Fields nel 2014).

• Quale è il problema?

Il problema è matematico (ma anche fisico, molto più di quanto si possa pensare!).

Come abbiamo visto, il rumore ξ è un oggetto molto irregolare⇒ anche la soluzione h lo è!

In breve: h non è derivabile⇒ l’equazione non ha senso per via della non-linearità
(

∂

∂x
h(t, x)

)
2



Ma torniamo all’equazione di KPZ. . . 15/16

∂
∂t
h(t, x)= ∂2

∂x2
h(t, x)+

(
∂
∂x
h(t, x)

)
2

+ ξ(t, x)

• Questa equazione non è innocua!

• Ci sono voluti 30 anni per capire come studiarla (nel capirlo è nato un nuovo ambito di
ricerca + medaglia Fields nel 2014).

• Quale è il problema?

Il problema è matematico (ma anche fisico, molto più di quanto si possa pensare!).

Come abbiamo visto, il rumore ξ è un oggetto molto irregolare⇒ anche la soluzione h lo è!

In breve: h non è derivabile⇒ l’equazione non ha senso per via della non-linearità
(

∂

∂x
h(t, x)

)
2

Soluzione: rinormalizzazione, ma questa è un’altra (complicatissima) storia . . .
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• Abbiamo visto che le SPDE nascono da varie situazioni:

◦ Modelli in cui non tutte le variabili sono sotto controllo;

◦ Modelli emergenti (KPZ);

◦ Costruzione di teorie quantistiche (non ne ho parlato # quantizzazione stocastica)

• Sono equazioni studiate in matematica ma:

◦ nascono da modelli fisici;

◦ necessitano di strumenti ideati in fisica (e.g., rinormalizzazione) per essere analizzate.

Grazie per l’attenzione



• Persone e contatti:

◦ Claudio Dappiaggi (PO) ! claudio.dappiaggi@unipv.it

◦ Paolo Rinaldi (RTT) ! paolo.rinaldi@unipv.it

◦ Beatrice Costeri (dottoranda) ! beatrice.costeri01@universitadipavia.it

• Temi di ricerca:

◦ Fisica dei buchi neri;

◦ Metodi matematici e teoria quantistica! teoria algebrica dei campi, rinormalizzazione...;

◦ Aspetti probabilistici e analitici in

− Teoria quantistica dei campi ! quantizzazione stocastica;

− Sistemi complessi (SPDE. . . )


